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1. 为什么会出现复数？

求解振动微分方程时，通常先写出特征方程；当系统阻尼较小、即处于欠阻尼时，特

征方程会出现一对共轭复根。这容易让人困惑：振动是实世界中的位移、速度，为何会冒

出“虚数”？本文先说明复数的本质，进而探讨它们在振动解中的角色，以及如何还原为

可观测的实数解。

2. 复数的本质

2.1 代数角度：多项式方程的完备性

在实数范围内，方程 x2 + 1 = 0 无解。若希望所有一元多项式方程都有根，就必须扩

充数系。引入满足 i2 = −1 的“单位” i，并规定与实数按通常运算法则结合，就得到复

数：z = a + bi，其中 a, b ∈ R。在这种定义下，代数基本定理成立：任何非常数复系数多
项式在复数域中必有根。因此，特征方程作为多项式方程，在复数域中总能写成一串一次

因式的乘积，根可以是实数或成对的共轭复数；这是求解线性微分方程时不得不与复数打

交道的代数原因。

2.2 几何角度：平面上的点与旋转

复数 z = a + bi 可与平面上的点 (a, b) 一一对应，横轴为实轴，纵轴为虚轴。加法对

应向量相加；乘以实数对应伸缩。乘以 i 相当于绕原点逆时针旋转 90◦。更一般地，eiθ =

cos θ+ i sin θ 即欧拉公式，表示单位圆上辐角为 θ 的点，因此乘以 eiθ 表示旋转 θ。于是复

数乘法同时包含“伸缩”与“旋转”，这正是欠阻尼振动中既有衰减又有周期振荡在数学

上的对应：复特征根 λ = σ ± iω 中的 σ 对应伸缩、即衰减或增长，ω 对应旋转、即角频

率。
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2.3 小结

复数既从代数上保证特征方程总有根，又从几何上用平面上的旋转与伸缩统一描述相

位与频率。振动方程的解最终要回到实数，因此，共轭复根成对出现，其对应的复值解取

通过线性组合后得到实解。

3. 振动方程与特征方程

考虑最简单的单自由度线性振动模型：

mq̈ + cq̇ + kq = 0,

其中 m > 0 为质量，c ≥ 0 为阻尼系数，k > 0 为刚度，q(t) 为位移。设 q = eλt 形式的非

零解，代入得

(mλ2 + cλ+ k) eλt = 0.

因为 eλt ̸= 0，故

mλ2 + cλ+ k = 0.

这就是特征方程，其根为

λ =
−c±

√
c2 − 4mk

2m
.

� c2 > 4mk，过阻尼：两根为不等实根，解为两个指数函数的线性组合，无振荡。

� c2 = 4mk，临界阻尼：重根，解仍为实指数形式。

� c2 < 4mk，欠阻尼：根为共轭复数

λ = σ ± iω, σ = − c

2m
, ω =

√
4mk − c2

2m
> 0.

此时特征方程在实数范围内无根，只有在复数域中才能写出两个根，进而写出通解。

因此，复数在振动方程解中的作用是：当特征方程出现共轭复根时，它们直接给出解

中的振荡频率 ω 和衰减率 |σ|；通解形式上会先得到复指数，再通过共轭配对还原为实
解。
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4. 从复解到实解

欠阻尼时，特征根为 λ1 = σ + iω 与 λ2 = σ − iω。微分方程是实的、系数是实的，故

若 q(t) 是解，其共轭 q(t) 也是解。通解可写成

q(t) = C1e
(σ+iω)t + C2e

(σ−iω)t,

其中 C1, C2 为复常数。利用 e(σ±iω)t = eσt(cosωt± i sinωt)，有

q(t) = eσt
[
(C1 + C2) cosωt+ i(C1 − C2) sinωt

]
.

若初值为实数，则解必为实值函数，故 C1 与 C2 必须互为共轭，从而 C1 + C2 = 2ReC1

和 i(C1 −C2) = −2 ImC1 都是实数。记 A = Re(C1 +C2)，B = Im(C1 −C2)，或等价地取

两个实常数，则实通解为

q(t) = eσt
(
A cosωt+B sinωt

)
,

其中 A,B 由初值 q(0)、q̇(0) 确定。也可写成单一三角函数的形式：

q(t) = Reσt cos(ωt− φ), R =
√
A2 +B2, φ = arctan

B

A
.

这里 R 为振幅，随 eσt 衰减；ω 为角频率，φ 为初相位。三者都是实数，且 ω、σ 直接来

自复特征根的虚部与实部。

5. 与实数的关系总结

1. 方程与系数是实的：m, c, k 及初值均为实数，位移、速度等物理量是实的。

2. 特征方程在实数域内无根：欠阻尼时 c2 < 4mk，根 λ = σ ± iω 只存在于复数域；引

入复数是求解的中间步骤。

3. 共轭成对保证实解：两个根互为共轭，对应两个复指数解也互为共轭；取实部或取实

常数线性组合即得实通解 eσt(A cosωt+B sinωt)。

4. 复根直接对应可测量：σ = −c/(2m) 控制衰减快慢，ω =
√
4mk − c2/(2m) 为振动角

频率；周期 T = 2π/ω，都可实测。振幅与相位 R、φ 由初值决定，也是实数。

因此，复数在振动问题中是一种工具：特征方程在实数范围内不够用，在复数域中写

出根后，通过共轭配对和取实部，得到全部实解，且解中的频率、衰减、振幅、相位都与

复根一一对应，可在实数世界中测量和理解。


